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  مقدمه -1
 مانده  باقي يليمه تحل يك روش ن  ي ،]1 [چيروش كانتروو 

 ـ    ي است كه معادلات   يوزن  ـ را بـه     ي با مـشتقات جزئ ك ي
  .  كنديل مي تبديل معموليفرانسيلات دستم معاديس

 ـبـا معرفـي     ] Kerr(]  2 (كر    يك روش تكـرار   ي
)Iterative(  ــانتروو ــام روش ك ــه ن ــعه ي ب ــهيچ توس  افت
)Extended Kantorovich method( ـ   بـسته پاسـخ  ك ي
)Closed form solution( ــرا ــسيب ــل م ــأ ح چش يله پ
 تي مز .ارائه كرد  يلي با سطح مقطع مستط    يمنشور يها لهيم

 يهـا   روش سـاير افته نسبت بـه     يچ توسعه   يروش كانتروو 
 ـ ماندة مبتني بر باقي     بـه  يي نهـا  جـة ي اسـت كـه نت      آن ،ي وزن

 البتـه انتخـاب تـابع مناسـب       .  نـدارد  يه بـستگ  ي ـحدس اول 
  .تواند تعداد تكرار لازم براي همگرايي را كاهش دهد مي

ــانتروويچ روش ،كــر   ــرارا  ك ــ تحليب ــسئله ي ل م
 زي ـ ن ]4 [ژهيور  يمقاد و مسائل    ]3[ مستطيلي   ورقخمش  
 ـدقـت ا    و ايين كـار  يچن ـ هـم  .بـرد به كـار     ن روش دري

ر شـكل   يي با تغ  ورقل مسائل   ي تحل شامل يمطالعات بعد 
  نـازك  يلي مستط ورقك  ي، كمانش و ارتعاش     ]5 [بزرگ

ارتوتروپيك   و ]10و9 [كيزوتروپي ا ورق، خمش   ]6-8[
 ريبا ضخامت متغ   ورق، ارتعاشات   ]11[م  ي ضخ يليمستط

 ـ لا يلي مستط ورق، كمانش   ]12[  ـه لا ي  و  ]13 [ متقـارن  ةي
 نشان داده   ]14 [يحلقو نازك   ورقك  يخمش  ن  يچن هم

   .شده است

     

 ايـن   نتايج تحقيقات مذكور نشان مـي دهـد كـه           
، بــه روش از نــرخ همگرايــي بــالايي برخــوردار اســت

پاسـخ  بـراي رسـيدن بـه       كه غالباً دو مرتبه تكرار       طوري
  .كند كفايت مي

 Flexural (هـا بـا سـختي خمـشي     ورقل ي ـتحل  

rigidity(مورد توجـه بـسياري از محققـين قـرار           متغير
 يلي مـستط  ورق خمـش    از جملـه بررسـي    . گرفته اسـت  

 ير خط ي با ضخامت متغ   يارهي دا يچي ساندو ورق و   ]15[
 ـارتعاش   ، كمانش و  ]16[  ـ دا ورقك  ي  فـرض    بـا  يارهي

 ـ، كمـانش    ]17 [يبه صورت سـهمو    ضخامتتغيير   ك ي
 يرخطي و غ  ي خط فرض تغيير  ك نازك با  يزوتروپي ا ورق

ر ي با ضخامت متغيلي مستطورق يداري، پا ]18 [ضخامت
 ـ دا ورقك  ي ارتعاش    و ]19 [يخط رهمگن بـا   ي ـ غ يارهي

  .]20 [ييبه صورت نما ريضخامت متغ
 يقطـاع حلقـو    شـكل بـه    ورقك  ين مقاله   يادر    

 سختي خمشي و در نتيجه با  هدفمنداز مادةساخته شده 
 ،هـدف .  اسـت  در نظر گرفته شده   تغير در جهت شعاع     م
بـا    بـه شـكل بـسته       و ممـان    خيز ابعوتدست آوردن   ه  ب

است كه بتواند بـا     استفاده روش كانتروويچ توسعه يافته      
 تحت   پاسخ دقيق معادلة حاكم بر خيز ورق       بالاييدقت  

   .بزند بارهاي يكنواخت و غير يكنواخت را تقريب
چ توسـعه   يش كـانتروو  زمـان رو   كار بردن هـم   به    

 ـ ي باعث تبـد   ،ي وزن ةماند ي باق يها افته و روش  ي  ةل معادل
  يل معمـول  يفرانـس ي د ةمعادلدو   به   ورقز  ي خ چهاردرجه  

بـه   بـسته    شـكل  را بـه     ها  آن  پاسخ  توان ي كه م   شود يم
  . ]15 [ آورددست

ل يفرانسي معادلات د  يليبه حل تحل  دستيابي   يبرا
 ـصـورت    به   ورقمدول يانگ    ،به دست آمده   ك تـابع   ي

 ـمقا .در نظر گرفته شده است     شعاع   بر حسب  يتوان  ةسي
 در نقاط مختلف ورق با ابعاد       به دست آمده  ممان  ز و   يخ

 ]21[ ي دو روش لـو  و شرايط مرزي مختلـف بـا نتـايج        
ــميمة ( ــدود  ) ج-6ض ــان مح  )ABAQUS(و روش الم
  . باشدي روش م دوني توافق خوب اة نشان دهند]22[
  
   لهأ مسيبند فرمول -2

جهت  با خواص متغير در    ايزوترپيك   ورقيك  ز  ي خ ةمعادل
 بـر اسـاس      نشان داده شده اسـت     )1( لعاعي كه در شك   ش

  :باشد ي مذيلبه صورت مندرج در ضميمه ) 7-الف (ةرابط
 

 

 

2

2

,3 2

3 2

4
r

,r
,r ,rrr ,r

,r
,rr ,rr

,r ,rr

,r ,rr
,r

w D w

DD
         2 D w 2 w

r r

DD
         2 D w

r r

3D D
         w

r r

D DD
         w q r, 0

r r r





  

  

     

   

      

 
 
 
 
  
 
  
 
  

  

)1     (

  



    45  علي محي الدين -تبي شيخي مج
  

 مـشتق   ة نشان دهنـد   ؛ علامت كاما  ،در رابطه فوق    
 تغييـر شـكل     ؛w  .باشـد جزئي نسبت به يك پارامتر مي       

 و  ورقسـختي خمـشي      ؛D ،ورقعرضي يا همان خيـز      
 برابر است با       3 2

D E r h 12 1r /  h  ضـخامت   ؛،
  ،يانــگ مــدول   ؛،ورق E r ضــريب پواســون و؛

  .باشد  ميورقده وارد بر  بارگستر؛
   

 q r,

 معادلة فوق به شـكل       آوردن پاسخ  به دست براي    
 آمـده در هـر      به دسـت  بسته بايد حل تحليلي معادلات      

بر اين اساس،   . امكانپذير باشد مرحله از روش كانترويچ     
تغييرات مدول يانگ ورق به صـورت يـك تـابع تـواني         

  :در نظر گرفته شده است) 2 (ة رابطمطابق
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  يغير در جهت شعاعقطاع دايروي با خواص متهندسة   1شكل 

  
   كانترويچروشبه  لهأتحليل مس -3

 بـهورقبر اساس روش كانتروويچ توسعه يافتـه، خيـز          
  يكي بر حسب مستقل،صورت دو تابع    

   
  و ديگري بـر 

  .در نظر گرفته مي شود rحسب 
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   وزنـي گـالركين،    مانـده   بـاقي با استفاده از روش       
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         i

  
 مربوط  )9( ة سمت راست در معادل    عبارتاولين    

 حــل ة دوم نــشان دهنــدعبــارت و آنبــه حــل همگــن 
خصوصي معادله مي باشد كـه بـه بـار اعمـالي وابـسته              

  .است
  s  ـ     ؛   ة مرتب ـ ه مشخـص  ةمقدار ريـشه هـاي معادل
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 توسعه به روش كانتروويچ الگوريتم روش حل تكراري  2شكل 
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  .مي باشد) 22(و ) 21(

بررسي نرخ همگرايي، سـه تكـرار اول         منظور
براي خيز بي 

   :لبه هاي گيردار
  4wبعـد ورق        w D / q r

 i or r r 

i 0 o

/اع    2
بـا فـرض     

 در  اد شع در امتد  توان ناهمگ
 بررسـي چنين جهت    هم . نشان داده شده است    )3(شكل  
ــار ــورد روش اعتب ــتفاده، م ــداكثر اس ــز ح ــدون خي            ب
ــداكثر و بعـــد ــان حـ  بعـــد بـــي خمـــشي هـــاي ممـ

)21(                             g g    

j j,      for g g 0

  
nني  1

     2M , Mr rM , M / q r 

   :لبه هاي ساده
)22(                                

 

    
نواخـت،    براي يك بار گسترده يـك      به طور مثال    

0  ح  :آيد  به دست ميذيلل خصوصي به صورت  o   بـا  همگن ورقبراي 
 ولجـد  در و شده مقايسه ،مراجع در شده گزارش نتايج

بـه   Ansysمـده از    آ بـه دسـت    نتايج   .اند شده ارائه )1(
 چنـين تغييـرات   هم. عنوان معيار مقايسه استفاده شده اند  

)23(                                      
    

p 4
j

3

B

B
  g   

  
 1g .  پايان مي يابد   تكرار اول مسأله با محاسبة      

 حـل شـده و    ) 17(و  ) 7(در هر مرتبه تكرار، معـادلات       
 و   توابع جدي

M0 ،  و     M wr   هـاي    در شكل  روي خط تقارن
  :ه است رسم شد)6( تا )4( jg د  if r  با ارضاي  . آيند  مي به دست

شرط همگرايـي بـراي تـابع خيـز ورق، تكـرار خاتمـه              
هـاي   تـوان ممـان    پس از تعيـين تـابع خيـز مـي         . يابد مي

خمشي و پيچشي را در هر نقطـه بـا اسـتفاده از معادلـة               
يتم روش حل تكراري در     الگور. محاسبه نمود ) 8-الف(

  . نشان داده شده است)2(شكل 

  

 
  3 شكل

  
  نتايج عددي -4

 ي و بارگـذار   يط مـرز  ي سه مثال بـا شـرا      ،ن بخش يدر ا 
 مختلـف   هاي مختلف در نظر گرفته شده وتوسط روش      

 )1-4( روند همگرايي خيز بي بعد ورق ذكر شده در مثال  .اندحل شده 
/خط   روي  2 i or r r 

 
  4 شكل

  
هـاي   گـاه  بـا تكيـه    ورق به شكل قطاع حلقوي   -4-1

  تحت بارگذاري يكنواخت  گيردار
  و وورقــي بــا مشخــصات هندســي

  و    و خواص مكانيكي   
تحت بار 

ir 0

GPa

m.250 1mr 

iE 100 o30 

 
0.  25

  0r, q  q 100  kPa


در نظر گرفتـه شـده       

0gبراي   .است     ذيـل بـه صـورت     اي   حـدس اوليـه 
  ف  :شود يرض م

 0g sin
 

 
 

 
 
 

 

  
 

 روي خط )1-4( خيز بي بعد ورق ذكر شده در مثال
0  : استذيلشرايط مرزي مسأله به صورت 
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  همگن ورق به مربوط بعد بي خمشي هاي ممان و خيز مقدار بيشترين  1 جدول

Ansys ]25[  ]24[  ]23[ رضروش حا   i or / r   
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0   روي خط )1-4( ممان خمشي شعاعي بي بعد ورق ذكر شده در مثال  5 شكل 

  

 
  0   خط روي )1-4(مثال  در شده ذكر ورق بعد بي محيطي خمشي ممان  6 شكل
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 هـاي  گـاه  بـا تكيـه    ورق به شكل قطاع حلقوي   -4-2
   نواخت تحت بارگذاري يك گيردارساده و

 مثـال قبـل و شـعاع        شابهيك ورق حلقوي با خواص م ـ     
شـرايط مـرزي    . در نظر گرفته شده است    دلخواه  داخلي  

  :باشد  ميذيلمسأله به صورت 
  

i o

,

,r

w w 0    for  ,

w w 0     for  r r ,  r .
    

  



 0g 

 

 همانند مثال قبلـي     حدس اوليه براي تابع       
و   مقـادير حـداكثر    .در نظر گرفته شـده اسـت         ، rM w

M  20شـامل   (آمـده از روش لـوي       به دست    با نتايج 
به ازاي مقادير   ) ABAQUS(و المان محدود    ) جمله اول 

 مقايـسه  )1( در جدول n و توان ناهمگني     مختل
و موقعيت نقاطي كـه خيـز ورق         )2 (جدول. شده است 

.دهد د نشان مي  نبيشترين مقدار را دار   هاي خمشي،    ممان
  

iف or / r

  
  )2-4(هاي خمشي بي بعد مربوط به ورق ذكر شده در مثال  بيشترين مقدار خيز و ممان  2جدول 

M  rM  w i حل  or / r n روش   
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r,

 
  )2-4(هاي خمشي در ورق ذكر شده در مثال  ترين مقدار خيز و ممان نقاط داراي بيششعاعي مختصات   3جدول 

  
 (m, deg) بر حسب )  روش i(                       مختصات حل  or / r  n  

M  rM  w     
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 ساده  هاي  گاه با تكيه   ورق به شكل قطاع حلقوي     4-3
  يكنواخت تحت بارگذاري  گيردارو


در نظـر    )1-4( مثـال    شابهيك ورق حلقوي با خواص م      

ذيـل  شرايط مرزي مسأله بـه صـورت    . گرفته شده است  
    :باشد مي
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 ـ )7(هـاي    شكل طــوطخرا بـر روي    M و w،rM مقـادير  )12(ا   ت r, 0 و i or r r / 2,  ــشان ــن ــده ي م .دن
  

 
0 خط روي )3-4( مثال در شده ذكر ورق بعد بي خيز  7 شكل   

  

  
 i or  r   خط روي )3-4( مثال در شده ذكر ورق بعد بي خيز  8 شكل r / 2

  

  
0   خط روي )3-4( مثال در شده ذكر ورق بعد بي شعاعي خمشي ممان  9 شكل 
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/خط  10 شكل   روي )3-4( مثال در شده ذكر ورق بعد بي شعاعي خمشي ممان 2 i or r r 

  

  
0  11 شكل   خط روي )3-4( مثال در شده ذكر ورق بعد بي محيطي خمشي ممان 

  

  
/خط  12 شكل   روي )3-4( مثال در شده ذكر ورق بعد بي محيطي خمشي ممان 2 i or r r 

  
  هـاي   گـاه  به شكل قطاع حلقوي بـا تكيـه     ورق -4-4

  نواخت  رگذاري غير يكگيردار تحت با
,         ,       ,         ir 0.5 m or 1 m o60 

iE 100 GPa ,       , 
     

0.25    2

0q r, q r e  ,        

. 0q 100  kPa   :پارامترهاي مسأله به صورت زير در نظر گرفته شده اند
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 شــرايط مــرزي مــسأله مــشابه مثــال قبــل اســت  
)CCCC.(  

   خلاصه و نتيجه گيري-5
در اين مقاله با استفاده از روش كانتروويچ توسعه يافتـه           

ــس ــا روشةو مقاي ــدود     آن ب ــان مح ــوي و الم ــاي ل ه
)ABAQUS (   هاي نازك با سختي     به بررسي رفتار ورق

با ايـن روش، پاسـخ      . متغير در جهت شعاع پرداخته شد     
خمش ورق حلقوي با فرض تغيير تـواني مـدول   مسائل  

  .الاستيسيته به صورت فرم بسته به دست آمد

كه حدس اوليـه بـراي تـابع         براي نشان دادن اين     
 در  ،له نـدارد  أ نهـايي مـس    جوابثيري بر روي    أ ت 

  :استفاده شده استه ي حدس اوليبرا ذيلجا از تابع  اين
 0g 

 
2

0g 1


  


 
 
 

 

  بـا اسـتفاده از روش      مثالاي اين   ر نتايج ب  ةمقايس  
 )14(و  ) 13(در شكل هاي    ) ABAQUS(المان محدود   

  . شده استانجام
 روش ينرخ همگرايي بالا  ةدن نشان ده  )3(شكل    

تـوان   كه با دو مرتبه تكرار مي       است، به طوري   كانترويچ
بـا مقايـسة    از طـرف ديگـر      . به پاسخ نهايي دست يافت    

 دقـت   كـه توان دريافـت     مي )1(در جدول   نتايج مندرج   
هاي استفاده شده در مراجـع       ساير روش ر از   ضروش حا 

تطـابق   بيـانگر    )2(نتايج مندرج در جدول      .تر است  بيش
در مقايسه  با نتايج المان محدود      روش لوي    تر پاسخ يشب

تـوان   با روش كانترويچ است كه دليل اصـلي آن را مـي           
يك جملـه بـراي شـكل كلـي پاسـخ در            تنها  استفاده از   

  . )3رابطة  ( دانستروش كانترويچ

  

 
بـه  تري   اگرچه افزايش تعداد جملات پاسخ دقيق       
 امـا باعـث پيچيـدگي و افـزايش حجـم            ،دهد  مي دست

 بـا   دهـد   نـشان مـي    )2(جدول   نتايج. شود محاسبات مي 
هاي خمشي   افزايش شعاع داخلي قطاع، مقادير خيز و ممان       

مقادير خيز و ممان خمشي شعاعي      چنين   هم. يابد كاهش مي 
 در ؛يابنــد نه بــا افــزايش تــوان نــاهمگني كــاهش مــيبيــشي
، مطالعـه  در محدودة مـورد       توان ناهمگني   تغيير كه حالي

   . بر ممان خمشي محيطي نداردتأثير قابل توجهي

  
 روي خط )4-4(خيز بي بعد ورق ذكر شده در مثال   13شكل 

  0 
  

 ،شـود  مـشاهده مـي   )3(طور كه در جـدول      همان  
هـاي    يـا ممـان    طي كـه داراي حـداكثر خيـز       اموقعيت نق 

  .است ناهمگني توانتقريباً مستقل از ، ندسته خمشي
  
  ضميمه -6
 

 روي خط )4-4(ل  خيز بي بعد ورق ذكر شده در مثا 14شكل   استخراج معادلة خيز ورق الف-6
هاي خمشي و پيچـشي ورق       شرط تعادل حاكم بر ممان      i or r r / 2   
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  :]22 [ قابل بيان استذيلدر مختصات كارتزين به شكل 
  
      )   1-الف( x,xx xy,xy y,yyM 2M M q x   

 
x ,

y ,
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